Licenciaturas en Matematicas y en Computacién, U. de Guanajuato.
Tercer examen parcial de Algebra Lineal IT: Forma Candnica de Jordan.
Viernes 16 de noviembre de 2012.

Entregar el martes 20 de noviembre de 2012 en el Cubiculo C5 (Cimat)

a mas tardar a las 11 am. Son 10 problemas.

A lo largo del examen, K denotard un campo; E, un espacio vectorial sobre K de
dimensién n y f € End(E) un endomorfismo de E. Los polinomios caracteristico
y minimo de f se denotaran, respectivamente, por ps(x) y mys(x) € K[z]. Para un
vector u € E, m,(z) € K[z] denotard al polinomio minimo de f en u.

1. Demuestra que m,,(z) divide a my(z), para todo u € E.

Supongamos que py(z) = (x — )™ y que my(z) = (x — A)°, para alguna s tal que
1 < s <n.Sean uq,...,ux € E = Nuc(f — AI)® vectores cuyas clases uq, ..., ux
forman una base del espacio cociente

Nuc(f — M)®/Nuc(f — )51

2. Demuestra que my,(z) = my(z) = (& — A)®, para todo i = 1,....k
(SUGERENCIA: UTILIZA EL EJERCICIO 1).
3. Para cada i = 1,..., k, demuestra que los vectores

Bi = {U,’, (f — /\I)ui, Ceey (f — )\I)Sflui}

son linealmente independientes y forman una base de un subespacio f-cicli-
co de dimensién s (SUGERENCIA: UTILIZA EL EJERCICIO 2 DE LA TAREA
7). Se tiene en particular que (f — A )'u; # 0, paratodot =1,...,s — 1y
que (f — AI)%u; = 0.

4. Demuestra que uq,...,u; son linealmente independientes.

5. Demuestra que los vectores (f — A)ug,...,(f — Al)up pertenecen a
Nuc(f — AI)*~ ! y que sus clases (f — M)uq,...,(f — Al)uy en

Nuc(f — M)*~! /Nuc(f — M\)*~2

son linealmente independientes.

6. Concluye que los vectores {(f — A )ui,...,(f — M)ur} C Nue(f — AI)*~!
son linealmente independientes (exactamente del mismo modo en que la
condicién del inciso 1 implica la conclusién del inciso 4).

Supongamos ahora que el polinomio minimo de f se descompone en factores lineales
en K[zl

mp(e) = (@ = M) - (3= M), A £ Ay, sii £

7.1. Demuestra que f es diagonalizable si y s6losi s; =---=s, = 1.

7.2. Si sy =--- = s, = 1, demuestra que la forma canénica de Jordan de f.
es la matriz diagonal que representa a f. (SUGERENCIA: PROCEDE CON
CADA SUBESPACIO INVARIANTE E! = Nuc(f — M\I). UTILIZA EL HECHO
—PROBADO EN CLASE— DE QUE LOS VECTORES EN LA "MATRIZ’DE LA
PAGINA 175 DEL TEXTO DE CASTELLET Y LLERENA FORMAN UNA BASE
DE E' Y QUE LA MATRIZ DE f EN ESA BASE ESTA EN FORMA CANONICA
DE JORDAN.)
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Sean f € End(R®) y

3 -1 0 0 =2
11 0 0 -1
A=10 0 3 -1 0
0 0 1 1 0
0o 0 0 O 1

la matriz asociada a f en alguna base (es la matriz del segundo examen parcial).

8.1. Calcula la forma candnica de Jordan J4 de A.
8.2. Calcula una base B tal que [f]g = Ja y una matriz de cambio de base @
tal que J4 = QLAQ.



